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Romolo e Remo giocano con le seguenti regole: Romolo lancia ripetutamente una moneta, fino a 
quando realizzerà “testa” per la prima volta; Remo lancia ripetutamente un dado, fino a quando 
uscirà per la prima volta 1 oppure 2.  Il vincitore sarà colui che per primo realizzerà il proprio obiet-
tivo; la partita terminerà in pareggio se l’obiettivo sarà raggiunto contemporaneamente dai due 
contendenti.
Calcolare:
a) la probabilità che vinca Romolo
b) la probabilità che vinca Remo
c) la probabilità del pareggio
d) quante partite occorre programmare affinché sia superiore al 99% la probabilità che si verifichi 
almeno un pareggio.
Soluzione
Siano X, Y le variabili che contano quante volte Romolo (Remo) deve lanciare la moneta (il dado) 
per conseguire il proprio obiettivo.
«X < Y», «X > Y», «X = Y» descrivono rispettivamente gli eventi “vince Romolo”, “vince Remo”, “pareggio”.  X e Y hanno distribuzione geometrica ed è, per ogni n intero positivo:
P(X=n) = 12 *1 - 12 n-1 = 12n
P(Y=n) = 13 *1 - 13 n-1 = 2n-13n
P(Y>n) = 1 - 13 n= 2n3n
P(Y<n) =P(Y ⩽ n-1) = 1 -  2n-13n-1
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d) P(almeno un pareggio in  n  partite) = 1 -  34 n
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Luca possiede due biciclette che utilizza per spostarsi da casa all’ufficio in cui lavora e ritorno, 
purché non piova; in questo caso va a piedi.  Ciascuna bicicletta può essere parcheggiata a casa 
oppure in ufficio.  Dove vive Luca la probabilità di pioggia in ogni giorno è 14 .
Scrivere la matrice di transizione P della catena di Markov che descrive lo “stato” 0, 1 oppure 2, 
indicatore del numero di biciclette a disposizione di Luca in un determinato momento, nel luogo in 
cui egli si trova (casa o ufficio) e determinare le sue proprietà: ci sono stati transitori? ci sono stati 
assorbenti? la matrice è regolare?
Giustificare l’esistenza e unicità della distribuzione invariante e calcolarla.  Stimare infine la probabil-
ità che, dopo molti giorni, accada che Luca in un determinato giorno si sposti a piedi (perché piove 
oppure perché non ha biciclette a disposizione).






�� ������� � ������������ ������ ���� �����
�������� ��� ����� ��� ������ � �������� ������� ����� � ������
������������� �� �� ������� �������� ����� ��������� �����������
�� ����������� ����������� ����� {�����} ���� ��� {�����}���={�����} � �+�+�=� �
� → �� � � → �� � � → �� 
� ������ �������� �� �� �� � ���� ������ � ��� ������� �� ����������� ��
����� � ������������ ��������������� �� �� � ����������� ���� �����
������ � ����� �� � ����� ����� � (����������� �) ������ � �� ��� �����
����� � � �� ���� ������ �� ����������� ��� ���� ���� � ����� � ������
�+ �� (�+�)= ��
��������������������������� �����������
Pietro, Giacomo e Giovanni sono tre soci alla pari nella proprietà di un’azienda, e ciascuno ha fatto 
testamento con il quale nomina eredi universali gli altri due, se viventi.  Le loro età attuali sono 
rispettivamente 40, 30, 20 anni (come al solito facciamo per semplicità l’ipotesi che tutti e tre com-
piano gli anni oggi).  Calcolare:
a) la probabilità che che Giovanni, al suo 60° compleanno, sia titolare unico dell’azienda.
b) la probabilità che che Giovanni, al suo 60° compleanno, sia titolare unico dell’azienda per la 
prima volta, vale a dire che al 59° compleanno non lo era ancora.
Soluzioneℓ�� = ������ ℓ�� = ������ ℓ�� = ������ℓ�� = ������ ℓ�� = ������ ℓ�� = ��������� = ����� ��� = �����
a) L’evento in oggetto si verifica se Giovanni è in vita al compimento di 60 anni e in quella data 
Pietro e Giacomo sono morti.  Tenendo conto delle rispettive età, la probabilità di questo evento èℓ60ℓ20 *(1- ℓ80ℓ40 )*(1- ℓ70ℓ30 ), cioè:
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b) L’evento in oggetto si verifica se Giovanni è in vita al compimento di 60 anni e in quella data 
Pietro e Giacomo sono morti e almeno uno di questi ultimi è vivo quando Giovanni compie 59 anni.  
La richiesta relativa a Pietro e Giacomo si può descrivere così:
E1 : Pietro muore in età 79 e Giacomo muore in età < 70
oppure
E2 : Pietro muore in età < 80 e Giacomo muore in età 69
Questi ultimi due eventi non sono disgiunti; la loro intersezione è
E1⋂E2: Pietro muore in età 79 e Giacomo muore in età 69.
Allora
P(E1⋃E2) = P(E1) + P(E2) – P(E1⋂E2) =
= d79ℓ40 *1 - ℓ70ℓ30  + d69ℓ30 *1 - ℓ80ℓ40  - d79ℓ40 * d69ℓ30
� = � ���ℓ�� * � - ℓ��ℓ�� + ���ℓ�� * � - ℓ��ℓ�� - ���ℓ�� * ���ℓ�� 
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Infine, la probabilità dell’evento richiesto in b) è il prodotto di q calcolata sopra, per la probabilità di 
esistenza in vita di Giovanni per il suo 60° compleanno, cioè
�� * ℓ��ℓ�� 
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In un campione di 400 individui di una determinata popolazione si è rilevato che 35 sono mancini.  
Indicare un intervallo di confidenza al 5% e uno al 2% per la proporzione p di mancini nell’intera 
popolazione
Soluzione
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Jessica Fletcher vuole candidarsi all’elezione a sindaco di Cabot Cove.  Per conoscere le intenzioni 
di voto dei suoi concittadini fa svolgere un sondaggio nel quale vengono intervistate 200 persone, 
tra le quali 88 manifestano l’intenzione di votare per Jessica.  Dopo un mese di campagna elettorale 
il sondaggio viene ripetuto intervistando 400 persone, tra le quali 208 si esprimono a favore di 
Jessica.
a) Stabilire al livello 5% se Jessica può ritenere che la campagna elettorale sia stata efficace, cioè 
se si può respingere l’ipotesi “le proporzioni p1 e p2 dei sostenitori di Jessica all’epoca del primo e del 
secondo sondaggio sono uguali”.
b) La risposta è la stessa se si ottengono le stesse proporzioni da campioni di taglia doppia, cioè 
176 favorevoli tra 400 nel primo sondaggio, 416 su 800 nel secondo? (non serve ripetere tutti i 
calcoli!)
Soluzione
a) Gli stimatori per p1 e p2 sono x = 88200 = 0.44 e y = 208400 = 0.52.





 con n=200, m=400.  Se p1 = p2, allora z è 
(approssimativamente) distribuita come N(0,1), per cui un insieme di rifiuto al livello α dell’ipotesi « 
p1 = p2 » è
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, +∞[.  Il valore di z con i dati attuali è
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Poiché il quantile ϕ0.975 di N(0, 1) vale circa 1,96 il test z non appartiene (per poco) all’insieme di 
rigetto, quindi non si respinge l’ipotesi che il miglior risultato del secondo sondaggio sia puramente 
casuale.
b) Raddoppiando n e m con x e y invariati, il valore z della statistica-test viene moltiplicato per 2 , 
quindi assume il valore
�� = � * ����-������
il quale appartiene all’insieme di rigetto dell’ipotesi; quindi in questo caso l’ipotesi viene respinta.
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Due casse di mele della stessa specie (siano a e b) vengono esaminate riguardo alla loro qualità; si 
ottengono i seguenti risultati: ���� ������� ����� ������ ������
����� � �� �� � ��
����� � �� � � ��
a) Stabilire se, al livello del 5%, si può ritenere che le due casse provengano dallo stesso raccolto.
b) Descrivere in termini della funzione ripartizione di χ2(2) il livello di significatività del test, con 
questi valori sperimentali (le tavole disponibili non offrono dati sufficienti per calcolare esplicita-
mente questo numero).
Soluzione
a) La statistica-test per questo problema è
T = n m ∑i=13  nin -mim 2ni+mi
con ni , mi (1 ≤ i ≤ 3) numero di mele sane, difettose, guaste nella cassa a e nella cassa b rispettiva-
mente, e n , m totali della cassa a e della cassa b. (n=42, m=44).
Se le due casse provengono dallo stesso raccolto, (vale a dire, i campioni a e b provengono da 
variabili con la stessa distribuzione), allora T ha distribuzione χ2(2).  Una regione di rifiuto per 
l’ipotesi di equidistribuzione è ]χ0,952 (2), +∞[.  Il quantile χ0,952 (2) vale:
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Il valore di T con i dati attuali è
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L’ipotesi viene rifiutata, al livello del 5%
b) Il livello di significatività del test è il più piccolo α con il quale il risultato sperimentale avrebbe 
condotto al rifiuto dell’ipotesi; nel nostro caso è α tale che χ1-α2 (2)=6.18541, quindi 1-α è il valore 
della funzione ripartizione F(x) di χ2(2) , per x = 6.92866
Poiché si ha F(6.18541)=
�������� ���[���������������������[�]� �������]
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il livello di significatività del test è
�������� � - %
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cioè 3,13%
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